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- Uber ein Problem der Wirmelsitung und dessen Anwendung
auf die Theorie des solaren Klimas.

- Yon M. MivaxgovircH in Belgrad.

. Inhalfsangabe.

In der’ vorliegenden Abhandlung wird znerst das folgende Problem
der Wirmeleitung behandelt:

Eine der. bejden?Begrenzungsebenen einer unendlich ausgebraiteten
Platte endlicher Dicke wird auf einer konstanten Temperatur gehalten,
withrend die andere p_eribdischen Temperaturinderungen unterworfen ist,
welehe sich als Superposition zweier harmonischer Anderungen von
verschiedener Periode darsteller lassen. Man soll die Temperaturschwan-
kungen im Innern der Flatte bestimmen.
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Nach EBrledigung dieses Problems werden die gewonuenen ]Z‘irﬁzb-
i m

i anf die Theorie des solaren Klimas angeweudetl, un‘oerl ‘;e csmh
nlsl:e tlich jenmes hypothetische Klima veratandt_an wird, W'r.e,: 8 o
bg.f 8321- itherall fest gedachten Erdoberfliche einstellen wiivde, we
a -

i i Atmosphiire umgeben wiire. . . ‘
dleseD:?rnvljeeeli]z:rTeil def Abhandlung befaBt sich mit der Bestlml::zr;]gl-
der Tempémturénderungen, welche sich unter den vorheran.;ngéiﬂﬁche
‘)‘Boraussetzunwen anf einer beliebig gewihlten Stelle der Erdo

=

i iirden.
eulstre'Il‘lenb :ru; l)eiat eine diesbeziigliche Berechnung angestellt lun?e; def

hra daB die Temperatur der Erdoberfliche das Ergebr_ns olgen

e m‘i’r Wirmebewegungen ist: der Wirmezufuhr durch_d1e Sm.mtex;:
d:z};’ﬁ;‘ und der Wirmeabfuhr infolge der Ausstr'ahlupg m}cien mu:a]d
Slinétmicheu Raum. Die Bedingung, dab much die El.nzhr;.;u;igttlere
g' Aupstrahlung das Gleichgewicht halten miissexn, ergﬂ:- 1 Hlere
Tle peratur des in Betracht gezogenen Zaitranmes.?) DleI Beweguﬁ;um

i g das Innere un -

A berfliche der Erde gegen .
e o e d i i hat Trabert bel ssinen Be-
eine Folge der Wirmeleitung ha _ :
gekhi-l;ﬁv{ij nicht in Betracht gezogen. Indessetn lef der El?ﬁzﬁ dies;-

I%cﬁrmel:itung nicht zu vernachlissigen, und o8 ist lsicht zu ersehen,
welchem Sinne sich dieser geltend mache.n wivd. tor Fourion.

Es ist eine bekanute Tatsache, und sie folgt auch aus der Fe o
hen Theorie der Wirmeleitung, daf die Temperaturschv;]ankuarilger;hm.

B temli i i icht mehr wahrnehm-

& in einer ziemlich geringen Tiefe niel W

ErdO}?BEﬁ%g;: II:;DT:L man nach Trahert®) amnehmen, daB sie im fesf&;x;

;M c;;niz; e‘iner Tiefe von 10 m verschwindend klein werden. Es brauc_
- i
ﬂ::mach bei der Untersuchung der Bewegung deé (‘;/‘liarnzemer;ga;ul:r

‘ i ie oberste Schichte der Erdkruste mif
folge der Leitung nur die o “ dlrusto mié einer

i 1 racht gezogen zu werden. Die .

Dicke von 10 m in Betracht g oge) w o antore Fliche

‘ i i big gewthlten Stelle der

ser Schichte hat anf einer belie _ ‘ ’ _

?[esetl:‘ t(; 1'_'[‘emperai:ur, welehe sich wenig von der mlttlenl-.en LT'lhres

o dw:xtur der Oberfliche unterscheidet, Die Temperat.urandenlmfen
fiPmPOeberﬂ-'iche haben einen doppelt cszillatorischen Chax('iakter, mdem

o ' iti agli jabrlichen Anderungen dar-

sie di ition der taglichen und der jahr -

62611(2:19 S;nlierslzorzmer wird die mittlere tigliche Tempera.tx;r de]g Ober
ke i ; egren-

8 i 1 tur, auf welcher die uatere Beg
i hiher sein als die Temperatur, :
ﬁszhzﬁ;zhe der betrachteten Schichie konstant gehalten wird, und es

% g 3 3

7 i itschr. 1894, S. 485.
Tr golare” Klima. Meteor. Zei . .
1% g'x‘:hearutclhDi?r‘;l)ért Lebkrbuch der kosmischen Thysik, Leipaig 1911,
2) Bishe 2h &
8, 487,
3) Ebenda §. 602,
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wird sich demnach in dieser Jahreszeijt ein. Wirmeflu von der Ober-
fiiche gegen dus Innere der Erde einstellen, was zuy Folge haben wird,

daf die Temperatur dep Erdoberfliche niedriger sein wird als sie ohne

Das Umgekehrie wird im

Die Wirnmeleitung vermindert demnach die Awplitude der Tempe-
raturschwankungen und jhe EinfluB kann unter Umstinden sehr bedeu-
tend sein. Trah ort, der diesen BinfluB njcht berticksichtigte, gibt z B.

in der vorher erwihnten Abhandlung die mittleren Temperaturen des
kiltesten bzw. deg wirmsten Monats am

an. Wird die Wﬁrmeleftung berticksichtiot

Betracht zu gziehen, Das Endziel
tive Bestimmung dieses Binflusses
olaren Klimas, welche diesen EinfluB

Das Pljoblem der Wé\',rmeleitung.

Um das eingangs formulierte Problemn der Wiirm
wird vor allem die Fouriersehe G]eichung
(1) L gl

a8 T N gm

eleitung zu 1&san,.

heranzuziehen sein. Tn derselben bedeutet «

die Entfernung eines be-
liebigen Punktes im Innern der.

Platte von Jener Begrenzungsebene,
welche periodischen Temperaturiinderungen unterworfen ist, % die Tem-

peratur dieses Punktes zur Zeit ! und K% den Temparatur-Leistu'ngs-
koeffizienten der Platte, Bezeichnen wir mit % die Wiirmeleitfihigkeit,

mit ¢ die spezifische Wiirme und mit ¢ die Dichtigkeit der Substans
der Platte, so besteht dic Bezichung ;

Ko F
. -

Die Begrenzungsebene - 0 der Platte sei periodischen Tempe-
raturdnderungen unterworfen, welche durch den Ausdruck:

o= Yy Abos%—?(t — L)+ acosi—zt

darstelllur sind, worin u,, 4, T,z und ¢, Konstanten bezeichnen Diese
Temperaturverinderungen sind also eine Superposition zweier harmoni-

scher Oszillationen, und wir nebmen an, daB die Periode 7' der lang-
Zeityehrift 1, Muthematik u, Physik. 62. Raud, 15913, Hele 1, 5
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sameren Oszillation hedeutend gréfier ist als die Periode © der schnel-
leren Oszillation, so zwar, daB der Quotbient

T
T
eine sehr kleine Zahl ist. -

Die Amplitude A der langsamen Oszillation ist konstant, die Am-
plitade a der schnelleren Oszillation kann sich mit der Zeit langsam
andern, doch so, daB der Differentialquotient

da
d
imfaer eine schr kleine Zahl bleibt.

Die Dicke der Platte sei k. Diese Gréfe soll der Bedingung ge-
niigen, daB der Ausdruck
_iyE
i

ebenfalls eine sehr kleine Zahl ist.

Die andere Begrenzungsebene z = i der Platte soll auf der kon-
gtanten Temperatur v, gehalten werden. Unsere Aufgabe ist demnach
die folgende:

Man finde das Integral der Gleichung (1), welches folpenden Grenz-
bedingungen Geniige leistet:

fir x =0
(2)l at = #, Ai-Acongﬂ(t—to) + a,coszz—xt
fir z=1h
®)
u =t

Dabei sind die Grsben:

b]/;
T du “xY r

AT TR
gogeniiber den iibrigen sehr klein,

Setzen wir: )
(4) w=wu,+ Acos%(t— )+ %[vo — AcosZ —(g fu)] 4 gerttie,

Diese Funktion geniigt hel entsprechender Wahl der Konstanten «
und B der Gleichung (1)}, denn es ist:

‘. 2 o x ¢ d
'ra'!: =4 (T - 1) Sm— (6 — 1) + e+i= 5% | gaester=,
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Da jedoch sowehl =

o
als auch da aehr klem smd so konnen die

dt
ersten zwei Glieder der rechten Seite vernachlissigh werden, so dalB:
du "
(5) W = guetlt Ia';
Bs ist weilter:
(8) a“_aﬁreaHﬁZ
Jaxt

Setzen wir die Ausdriicke (5) und (6) in die Gleichung (1) ein,
so gelen wir, dab diese befriedigt sein wird, wenn die Beziehung besteht:

o — KB
Nehmen wir an, g sel komplex, d. b. setzen wir statt 8 die Aus-

driicke: ptif, p—ip

und stati o:
Ki(p +1p)* = K*(p* — %) + 2ifpK?
K (p — 1B = K*(p* — %) — 2igpK>.
Dann kénnen wir die Grofe:
ear-{-ﬂ:
durch eine der folgenden rwel ersetzen:
oK — )1 BF PR (h prifn
e!l"'[p"—ﬁ")t—2tﬁp}{":+pz—iﬁ:}
oder, noch allgemeiner, durch deren Summe, nachdem wir die erste mik
einer wiltktirlichen Konstanten C°, die zweite mit ¢ multipliziert haben.

Iufolgedessen kann dem letzten Gliede der Gleichung (4) folgende Form
gegeben werden:

BeKM B =PIt en (V@ BlE R0 | (i 1K)
oder mit Riicksicht auf die Eulerschen Formeln:
aeX =1k es (C7 4 () cos fla + 2p K2 +i(0'— O) sin (o4 2 K*0)

Hetzen' wir

'+ 0"=10, W(C—CN=0¢,

wo demnach.C, und C, wieder zwei willkiirliche Konstanten bedeuten,
und aufierdem:
P = ﬁ;

so kann der durch die Gleichung (4} dargestellten Funktion folgende
Form gegeben werden:

u==uo+f1cos T — )+ = h,vn —uD—Acong“(t—~ to)]
+ aer*{Geos{pz + 2pK) + Cysin(pz -+ 2p° K¢},
5t

(7
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Diese Funktion befriedigt die Differentialgleichung (1) und hat
eine. solche ¥orm, daf sie bei entsprechender Wahl der Konstanten auch
den Grenzbedingungen (2) und (3) Geniige leistet; denn setzen wir:

01:1) CE=OJ Z‘?:_%"/%_r
so erhalten wir:

w =1, + Acos—g%(t — ) + %[wo — o, — A cos%‘—(t — &0)1
(8) /7

. e TCS(ﬁt z]/;)
T ae 0 Z -3 gk

Setzen wir in dieser Gleichung z = 0, so erhalten wir:
2w 2w
u =1y + dcos—(¢ — &) + acos—¢,

d. h. die Funktior (8) befriedigt die Grenzbedinguug (2). Setzen wir
in (8) # =h, so erhalten wir:
k L

“wV T 27 ny S w
%—’DO—FB‘,E COS(Tt 74 ?)
k ¥,
FVE

sehr klein ist, so Ist mit groBer Anndherung:

Dg aber

U =1y,
und die Grenzbedingung (3) ist somit auch befriedigt.

Es stellt dempach die Gleichung (8) das gesuchte Integral der
partiellen Differentinlgleichung (1) dar und gibt das Gesetz un, nach
welchem die Temperaturen in der Platte mit der Tiefe o und der Zeit ¢
variieren, , :

Zichen wir die Temperaturiinderungen in Bebracht, welche wakvend
des kurzen Zeitintervalles z in der Tiefe x stattfinden, so k8nnen wih-
rend dieses Intervalles die Grilen:

2

(9 A cos . {t — &) =m

und o als konstant angepommen werden, da sich m und a mit der
Zeit langsam indern. Die mittlere Temperatur u, des Intervalles « ist
dann:
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oder mit Riicksicht auf die Gleichuﬁg (8) und die vorstehenden Be-

. zeichnungen: ot
+ty
xV;
x @« ~ X' 7 D @£ x :
w, =ty +om A leg —ug —m] + —e /:zos(Td — Tf-l/;)di'
;-—;-
Da aber

f+t
2

Seos(22i- B/ TYae=0

T

=3

ist, 80 ist die mittlere Temperatur des Intervalles v in der Tiefe z ge-
gehen dureh die Gleichung: '

{10 W, = 1, + m+—v°_—7’f: T,

welche besagh, dafl sich die mittleren Temperaturen «, mit der Tiefe x
linear #ndern,

Tragen wir demnach in einem orthogonalen Koordinatensystem als -
Abszissen die Tiefen z und alg Ordinaten die entsprechenden mittleren
Temperaturen w», auf, so stellt uns die Gerade ML die Abhingigkeib
der mittleren Termperaturen von der Tiefez
wihrend eines gewihlten Intervalles v dar.
Die Ordinste des Punktes 37 ist (v, + m)
die Abszisse des Punktes L ist & und seine
Ordinate #,.

Der Gleichung (8) konn mit Rileksicht
auf die Gleichungen (%) und (10) folgende
Form gegoben werden:

ey .
—_ L. KT 2m ]/
(11) se=1e 4 cte cos_(—;t~—1—{]/;)-
Wiihrend des betrachteten Intervallesz
oszillieren demnach die Temperaturen « um ibre Mittelwerte u, welche

durch die Ordinaten der (eraden ML davgestellt sind. Die Amplituden
dieser Oszillationen sind:
' A 7]
e XK r,

+ a

sie nehmen also mit der Tiefo x ab. Aaf der oberen Begrenzungsebene
der Platte ist der Wert der Amplitude gleich «, anf der unteren ist
diese Amplitude verschwindend klein.
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Die Kurven S| L und 8, L, deren Entfernungen in der Richtung ¥
von der Geraden ML glsich V_
“xV Y

+ae

_zy=
—ae Fy T
sind und welchs sich dem Punkte L unendlich nahern, geben die Grenzen
an, zwischen welchen die Temperaturen wihrend des Intervalles =
sehwanken. Wihrend des groBen Zeitintervalles 7' oszilliert der Punkt
M langsam zwischen den Lagen M, und B3{,, welche den mittleren
Temperaturen des kiiltesten, baw. des wirmsten Zeitintervalles z ent-
gpricht. Der Punkt L ist unbeweglich.

Zur Theorie des solaren Klimas.

Denken wir uns die Atmosphire der Frde weggeschaffi und die
Oberfliche der Erde tberall erstarrt, so wird die Temperatur eines be-
liebigen Punktes der Oberfliche die Funktion folgender dreier Ein-
flisse sein: 1. der Sonnenstrahlung, die wir kurz Insolatiom mnenmen
werden, und durch welche tiglich gewisse Wirmemengen der in Be-
tracht gezogenen Stelle zugefibrt werden, 2. der Ausstrahlupg in den
interplanetarischen Raum, welche wir kurz Radiation nennen werden,
wad durch welche fortwihrend eine Abfubr der Wirmemengen von der
Erdoberfliche gegen den interplanetarischen Raum bewirkt wird, 3. der
Wearmeleitung, welche wir kurz Konduktion nennen werden, und durch
welche nach dem Vorhergehenden eine Wirmeabfulir von der Erdober-
fliche gegen das Erdinnere oder auch umgekehrt hervorgerufen wird.

Untersuchen wir diese Einfliisse gesondert und bestimmen wir jene
Wirmemengen, welche infolge dieser Einflisse innerhalb eines Zeit-
intervalles = von 24 Stunden der Erdoberfliche zu-, bzw. abgefithrt werden.

Durch die Insolation wird in der Zeiteinheit der Einheit der Erd-

oberfliche eine Wirmemenge zugefihrt, welche — wenn die Exzentri-
zitat der Erdbahn nicht bericksichtigt wird - darch den Ausdruck:
(12) U _ 4,7 cosz

dargestellt ist.

Dabei bedeutet z die Zenitdistanz der Sonne, A, das Absorptions-
vermigen der BErdoberfliche wnd J die Solarkonstante.

A, hingt von der Beschaffenheit der Erdoberfiiche an der in Be-
tracht gezogenen Stelle ab. Wenn die Erdkruste ein vollkommen

schwarzer K#&rper wire, so wiirde d, = 1 betragen. In Wirklichkeit

ist A, kleiner als Eins
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I ist eine Wirmemenge, welche der Einheit der vollkommen schwar-
zen Qberfliche in der Zeiteinheit zugefithrt wird, wenn die Sonnen-
strahlen auf diese Fliche senkrecht auffallen und wenn sich die Soone
in der mittleren Entfernung befindet. Diesc Konstante betriigt nach
den nenesten Untersuchungen?) 2 (Grammkalorien fiir em® und Minute.

Die Zenitdistanz # der Sonne ist gegeben durch die Gleichung:
(13) cosz=sing sind 4 cosgp cosd cosm,
wo ¢ die geographische Breite der in Betracht gezogenen Stelle der

Erdoberfliche, § die Deklination der Soxne und o deren Stundenwinlel
bedeutet.

Begeichnen wir mit ¢ die Sounenzeit — gezihlt von Mittag bis
Mittag — wnd mit = das Zeitintervall des Sonnentages, so ist:
(14) o = 2:#
und
{18) cogz = sing sind 4 cosg cosd cos 2: L.

In der obigen Gleichung ist ¢ streng genommen nicht konstent, weil
die Sonnentage micht vollkomnmen gleiche Linge haben, doch ist diese
Abweichung geringfiigle und kann vernachlissigt werden. Auch kann
= 248 der mittleren Zeit gesetzt werden.

Die Gleichung (12) gilt nur fiir jene Yeitinterwalle, wo sich die
Sonne oberhalb des Horizontes befindet, d. k. nur fir

S

oy

Sobald die Sonne untergeht, hért die Insolation vollkommen auf.
Infolgedessen wird die Warmemenge fq,, welche wibrend des Zeit-
intervalles v der in Betracht gezogenen Stelle der Erdoberfliche zuge-
fithrt wird, gleich sein: .

@
+5

(16) dg, == | dg,,
: [}

&

wo @ die Linge des Taghogens der Soone oder die Linge des Tages
bedeutet. Diese Grife wird aus der Gleichung (15) bestimmt, wenn
man in dieselbe einsetzt:

: &} .

{,.,é., & 7

1) Siehe Trabert, Lehrbuch der kosmischen Physik, Leipzig 1911, 8. 444
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Aunf diese Weise erbalten wir

sing sind 4 cosp cosd cos - @ =0,
woraus ’
(17} cos-;@= — tang @ teang §.
Aus den Gleichungen (19), (15) und (16) folgt dann:
@
ty

Jg = AOIJ‘(sin o sind 4+ cos @ cos § cos %Et)dt.
o

)

Die Griofie ¢ ist, da wir eine bestimmte Stelle der Erdoberftiche
ins Auge fassen, konstant; auch kann dio Deklination 6 der Sonne
wihrend des Intel valles ¢ als konstant angeschen werden, da ihre maxi-
male Anderung wihrend dieses Intervalles nur Q-0064 betrigt. Es ist
deshalb:

(18) dg =

Die Gréfle o¢, ist also als Funktion der Deklination der Sonne
und der Tﬂgeshngc somit auch als Funktion des Datums dargestellt.
Wenden wir uns nun der Bestimmuog der Wirmemenge /g, zu,
welche innerhalb des Zeitintervalles © infolge der Rad:atlon von der
Xirdoberfliche abgefihrt wird.
. Nach den Untersuchungen von Paschen!) ist die in der Zeitein-
heit ausgestrablte Wirmemenge gegeben durch den Ausdruck:
.
dat

AT | @ sin sina-{—%costp cos & sinl:@}-

— ¥,

wo I die absolute Temperatur des ausstrahlenden Kiérpers, ¢ und &
zwei Konstanten bezeichnen, welche von der Natur dieses Kérpers und
dessen Oberfliche abhingen. Wenn dieser Kérper vollkemmen schwarz
wire und wir die Zeit in Minuten, die Flichen in cm® messen wiirden,
so hatte man fir s =4 und fiir ¢ = 0768 >< 10~ d_h. die Aus—
strablung wire durch das Stefansche Gesetz geregelt. Fiir cinen nicht
vollkommen schwarzen Kérper ist ¢ stete kleiner als der oben ange-
gebene Wert, wihrend sich ¢ um so mehr der Zahl 5 niihert, je mehr
sich der strahlende Korper von dem absolut schwarzen unterscheidet.

Siegl®) bat sowohl fiir eine Reihe von Gesteinen, als auch fifr
Wasser und Eis die Konstanten ¢ und & bestimmt, so da8 gerade fiir

1) Paschen, Uber die Gesamtenission glihenden Platius, Wied, dnp. 49.
Uber die Gesetvma,ﬁlgkelteu in den Spektren fester Kévper, ebenda 58 and GO.

2) Siegl, Uber dos Emissionsvermsgen von Gesteinen, \Vasser und Bie,
Wiener Bitzungsber. Math.-naturw. Klasse Bd, CXVI.

-y
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den behandelten Fall ausreichendes Beobachtungsmaterial zur Verfiigung
steht. )

Um die Wirmemenge .7¢, zu bestimmen, nehmen wir — dem Bei-
spiel Traberts folgend die Temperatur der in Betracht gezogenen
Stelle der Erdoberfliche wihrend des Zeitintervalles = als konstant
und gleich der mittleren téglichen Temperatur «, des betreffenden Tages
an. Dann ist:

(19) Agy=¢(273 + ) r,

wo u_ in Celsiusgraden zu nehmen ist:

BTs ertibrigt uns noch jene Wirmemenge g, zu bestimmen, welche
wihrend des Zeitintervalles r der BErdoberfliche durch Konduktion aus
der Erdkruste zugefihrt wird, Wie wir bereits in der Einleitung dar-
getau baben, braucht bel dieser Untersuchung nur eine Schichte der
Erdkruste von der Dicke % gleich rund 10 m in Betracht gezogen zu
werden, da deren untere Begrenzungsfliche eine von der Zeit unab-
hingige Temperatur v, aufweist, welche sich wenig von der mittleren
Johrestemperatur der Oberfliche unterscheidet. Die Oberfliche dieser
Schichte ist periodischen Tsmperaturinderungen unterworfen, weiche
einen doppelt oszillatorischen Charaliter haben, indem sie durch Super-
position der tiglichen und jébrlichen Anderungen entstehen, Die Periode
T dex jibulichen Anderungen, das Jahr, ist viel gréBer als die Periode

7= 00027 cine
kleine Zahl isl. Es kann — wie dies ofters geschehen ist — ange-
nommen werden, daB diese Anderungen harmoniseh sind, d. . es kann

die Temperatur # der Krdoberfliehe an einer gegeberen Stelle als eine
Funktion der Zeit £ von fo]gender Form dargestellt werden:

v der iglichen Anderangen, so duf der Quotient

(20] u=-uo+A coa (i—()-l—acosit

A st die Amplitude der jihrlichen, a die Awmplitude der tig-
lichen Sehwankungen. 4 ist konstant, weil nach einem Jahre dieselben
die Temperatur der Oberfliiche bestimmenden Verhiltnisse wisderkehren;
a #ndert sich -ira allgemeinen von Tag zu Tag, doch erfolgen diese

Anderungen so langsam, daB der Quotient j eine kleine Zahl isk.

Hinsichtlich der GroBe ty ish fo]gendes zu bemerken: Die mittlere
Jahrestemperatur », der Oberfliche ist gleich

z ’ r r
A . .
uf=%‘/u.dt:u,, ! J;/cosg%(t—to}dc +%Jcos—;tdt.
8 g

0
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Da aber T

2x
fcos—;—(t —4)di=0

u
T
und T=

wo # eine gunse Zahl (365 oder 366) ist, so ist auch

T r
fcosz%ztdt—_—fcosmtdt—O

1] ]

und demnach
Up = Uy,

u, bedeutet also die mittlere Jahrestemperitur der Erdoberfliche an der
in Betracht gezogenen Stelle.

Der betrachiete Teil der sphiroidischen Schichte der Erdkruste hat
einen sehr groBen Radius und kann deshalb durch sine Platte ersetzt
werden, s0 daB die Warmebewegung in diesem Teile der Fourierschen
Gleichung:

du o*u

(21)  m B

gehorchen wird. Die Dicke 2 der betrachteten Schicht ist so gewshls,
daB in der Tiefe 2 - & die Temperaturinderangen der Oberfiiche nicht
4 n
filhlbar sind, und es ist deshalb ¢ *  ° eine kleine Zahl, Die
Temperaturinderungen in der betrachteten Schicht werden durch das
partikuldre Integral der Gleichung (21) dargestellt sein, welches fol-
genden Grenzbedingungen Gentige leistet.
Fir 2 =0
==y - A cosz—z(t—toj +a cos?gt

und fir x = %

"= iy,
Dabel sind die GriBen b=
r ds TFUW
T dt?

gehr Kklein.

Dasg zu losende Problem ist identisch mit dem eingangs bebhandelten
Problem der Wirmeleitung, und es wird demnach die Temperatur # in
der Tiefe o und zur Zeit ¢ durch die Gleichung (8) dergestellt sein,
welche wir hier wiedergeben:

=ty + A cosSTﬁ(t—to) + ;;, [0
e .y
4 ae” 1003(?1&—%—'/;)-

~ iy — 4 cesg;(t - .'50)]

Von M. Miawgovirom. . . 5

Die Wirmemenge %’:—, welehe in der Zeiteinheit der Flichenein-

heit der Oberfliiche durch Konduktion zugefiihrt wird, ist nach den
Grundannahmen der Fourierschen Theorie proportional dem Tempe-
raturgefille und gleich:

@) x5,

Aus dér Gleichung (22) folgt:

du v, — A 2
Fa= h TR ST (E—t)
aq /= _%V%l 2z, xV; B-n:t T 1_1}.
trlVze Sm(—; —F :)—WS(T —xV7
Es ist also
Dae Y, — U, PR 27
(24) = }__]"_ cosr(t—t,,)—{—K-l/ nTt—cos7t}-
=10

Im Zeitintervalle ¢ bis # + ¢ wird der Oberfliiche die Wirmemenge
Aq, ugefithrt, welche gleich ish:
e+ T

(25) dg,= g,

und mit Riicksicht anf die Gleichungen (23) und (24):
i+

A 2
—Icos?’—p(t—to)dt

Yy — U,
Aq’3=KT°‘F—".Kh

1+
+aV—f31n—tdt—fcos—tdt

Die letzten zwei Integrale der vorstehenden GHleichung verschwinden

und es Ist
M 4z

(26) ldg3=-K”."._j_‘““z —Khifcos (£ — ¢, dt.

1

Bezeichnen wir wie frither mib u, die mittlere Temperatur an der
Oberfliche wihrend des in Betracht gezogenen Tages, so ist:
tEz

w = fudl

z
f



16 Uher ein Problem der Wiarmeleitung und dessen Anwendung usw.

vnd mit Ricksicht auf die Gleichusng (20)
e Bx N 2x
U, T = UyT +Afcos—f—(t—tu)dt+aj eos — (¢ — &) dt.
3 ¢
Dus letzte Integrel der vorstehenden Gleichung verschwindet, und
es kann demnpach der Gleichung (26) folgende Form gegeben werden:
(27 dgy= K2y
Nac]?dem nun die Wirmemengen Ag,, Ag, and Ag, berechnet
Tvorden sind, kana zur Bestimmung der mittleren Temperatur des Zeit-
mter:m]les 7, d. h. der mittleren Temperatur eines beliebigen Tages, ge-
schritten werden. Aaf der Oberfliiche der Erde wird sich Jene Tempe-
ratur einstellen, fix welche die zugefiihrten Wirmemengen gleich den
a.bgefijhrten_sind. Zugefiithrt wurden die Wirmemengen ¢, und Ag,,
abgefithrt die Warmemenge ¢, Die Temperatur %, wird man dem-
nach aus der folgenden Gleichung bestimmen:
(28} dg + dgg=Ag,

Setzen wir in die obige Gleichung die Werte fiir Ag,, g, und
gy aus den Gleichungen (18), (19) und (27) ein, so erhalten swir:

AOI{@ sing sind + % cos ¢ cos d sin ;@} —¢(275 + u))v

+ %(vu— u)r =0
Bezeichnen wir ’
(29) e_,

T H

wo demuach i das Verhiltnis des Tagbogens der Sonne zum Bogen
von 360" bedeutet, so bekomwmt die vorstehende Gleichung die Form

(80)  ¢(273 + w) + % (2, — ;)
EAOI} A sing sind - —11; cos p cosd sin/‘m} .

In dieser Gleichung sind fiir einen gegebenen Tag alle GriBen bhis
auf die GroBen w, und v, bekannt. Hinsichtlich der GriBe v, kann fol-
- gendes bemerkt werden. Diese kann it grober Anniherung der mitt-
leren Jahrestemperatur u, gleichgesetzt werden. .

Die Temperatur w, wird auf folgende. Axt berechmet: Der wiimste
Tag der Oberfliche ist nach Gleichung (20) der Tag, fir welchen:

cos —z‘if—‘ (t—t)y=1
d. h

t=ty=mr

=

Von M. Micaxzovircn. 77

Wihbrend dieses Tages kann die Temperatur der Oberfliche durch
die Gleichung dargestellt worden:

EE
ul=u°-1.—A+acos~r—t.

und es ist die mittlere Temperatur des wirmsten Tages
T
Wy F 3

1
maz e, = fu =+ A.

K
T~ —

2

Auf dieselbe Art bekommt man die mittlere Temperatur des kitl-
testen Tuges: min u, = w,— 4,
und es ist demnach in erster Annsherung:

u0=%(maxu,+ minw).

Mit einem angenommenen Werte fiir v, =, werden mit Hilfe der
Gleichung (30) die mittleren Temperaturen des wirmsten und des
kiltesten Tages an der in Betracht gezogenen Stelle der Erdoberfliche
bestimmt. Tdiese Tage treten an der nérdlichen Hemisphire fiir Orte,
wo @ > 28°30° ein, wenn 0 = 23°30" baw. 0 = — 23°30" betrigt. Das
arithmetische Mittel der berechneten Temperaturen gibt cinen besseren
Wert fur u, mit welchem die Rechnung wiederbolt werden kanm.
Dann kann man mit Hilfe der Gleichung (30) die mittleren Tempera-
turen fiir eine gréBere Anzahl der iiber das Jahr gleichmiliig ver-
teilien Tage berechnen, um daraus mit einer noch groBeren Genauig-
keit die mittlere Jahrestemperatur u, zu bestimmen.

Nachdem diese Berechnung durchgefiihrt worden ist, sind in der
Gleichung (30) alle Gréfen bis suf die GréBe wu, bekannt Diese
(#leichong gestubtet uns demnach die mittlere Temparatur u, eines be-
liebigen Tages im Juhre zu bestimmen, ldst somit die Aufgabe, welche
wir uns gestellt haben.

Belgrad, 20. Mirz 1912



